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Soit R un anneau de valuation discre`te complet, de corps des fractions K de
caracte´ristique nulle et de corps re´siduel alge´briquement clos k, de caracte´ristique
p > 0. On notera π une uniformisante de R et vK la valuation de K, normalise´e
par vK(π) = 1. On supposera en outre que K contient une racine primitive p-ie`me
ζ = λ + 1 de l’unite´. Le disque formel sur R est le R-sche´ma D := SpecR[[Z]].
Si e est un entier strictement positif sur R, la couronne formelle d’e´paisseur e
est le R-sche´ma Ce := Spec
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)
. De tels R-sche´mas se rencontrent dans
l’e´tude des courbes relatives sur R : En effet, soit X un R-sche´ma plat, dont
les fibres sont de dimension 1. Si la fibre ge´ne´rique de X est lisse sur K, pour
un point ferme´ x de la fibre spe´ciale Xk de X , le R-sche´ma local Spec ˆOX,x est
un disque formel si x est un point lisse de Xk et une couronne formelle si x un
point double ordinaire. Les proble`mes de rele`vements galoisiens (voir [1] et [4])
pour les courbes conduisent alors a` des questions d’existence d’automorphismes
de disques ou de couronnes formels.
Dans [2], B. Green et M. Matignon ont e´tudie´ les automorphismes d’ordre p
du disque formel sur R. Ils montrent notamment que les positions relatives des
points fixes de la fibre ge´ne´rique sous l’action d’un tel automorphisme σ satisfont
des contraintes fortes, de nature me´trique et alge´brique. Plus pre´cise´ment, ils
montrent tout d’abord l’existence et l’unicite´ de l’e´clatement minimal de D, a`
support dans la fibre spe´ciale, pour lequel les spe´cialisations des points fixes de
l’automorphisme σ sont lisses et distinctes. Sa fibre spe´ciale est un arbre de droites
projectives sur k, oriente´ a` partir de la transforme´e stricte de D×Rk. Ils montrent
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alors que les points fixes se spe´cialisent dans les bouts de l’arbre ; de plus, sur un
tel bout E, il existe une unique forme diffe´rentielle logarithmique dont le diviseur
a pour unique ze´ro le point double et pour uniques poˆles les spe´cialisations des
points fixes sur E, et les re´sidus en ces points sont relie´s directement a` l’action
sur l’espace tangent aux points fixes. Par ailleurs, sur une composante interne de
l’arbre, il existe une forme diffe´rentielle exacte dont le diviseur a pour support
les points doubles de cette composante.
Dans cet article, nous introduisons la notion combinatoire d’arbre de Hurwitz,
qui permet d’exprimer ces contraintes de fac¸on synthe´tique. Cette notion est
adapte´e e´galement au cas des automorphismes d’ordre p de couronnes formelles,
et nous e´tendons les re´sultats de Green et Matignon dans ce contexte. Nous
donnons par ailleurs une condition ne´cessaire et suffisante pour qu’un arbre de
Hurwitz provienne d’un automorphisme d’ordre p d’un disque ou d’une couronne
formelle. Dans le cas du disque, on obtient ainsi la re´ciproque du the´ore`me III
2.1 de [2].
Dans une premie`re partie, nous rappellons des re´sultats connus sur la re´duction
des torseurs de Kummer de degre´ p. Le seul re´sultat essentiellement nouveau est le
corollaire 1.8, qui permet d’e´crire explicitement l’action d’un automorphisme d’or-
dre p au bord d’un disque formel. La seconde partie est consacre´e a` la de´finition
d’un arbre de Hurwitz. La troisie`me partie traite des automorphismes d’ordre p
au bord d’un disque formel ; nous construisons l’arbre de Hurwitz associe´ et, a`
l’aide de la ge´ome´trie formelle, nous montrons le The´ore`me de re´alisation :
Soit (Γ,H) un arbre de Hurwitz, il provient d’un R-automorphisme d’ordre p
de R[[Z]] si et seulement si il ve´rifie les conditions D[i] ci-dessous (1 ≤ i ≤ 3) :
D[1] La racine de (Γ,H) est de valence 1.
D[2] Toute areˆte aboutissant a` un sommet maximal est une feuille.
D[3] Tout sommet de valence supe´rieure ou e´gale a` 3 est re´alisable.
Nous invitons le lecteur a` entrer plus avant dans la lecture pour comprendre
la terminologie employe´e. La condition D[3] consiste en l’existence de certaines
formes diffe´rentielles. Nous comple´tons ensuite ce re´sultat par un crite`re suff-
isant, mais non ne´cessaire, pour assurer l’existence de ces formes diffe´rentielles.
Enfin, dans la dernie`re partie, nous donnons des re´sultats similaires pour les
couronnes formelles, ainsi qu’un the´ore`me de structure pour les arbres de Hur-
witz associe´s a` un automorphisme d’ordre p a` petits conducteurs aux bords,
analogue au the´ore`me III 3.1 de [2].
Nous noterons R{T1, . . . , Tn} l’alge`bre des se´ries restreintes a` coefficients dans
R, c’est-a`-dire l’alge`bre des se´ries formelles
f =
∑
(ν1,...,νn)∈Nn
aν1,...,νnT
ν1
1 . . . T
νn
n
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avec lim
ν1+···+νn→+∞
aν1,...,νn = 0.
Nous noterons R[[T ]]{T−1} l’alge`bre des se´ries de Laurent f =
∑
ν∈Z aνT
ν telles
que lim
ν→−∞
aν = 0. C’est un anneau de valuation discre`te complet d’uniformisante
π et de corps re´siduel k((T )). Si X est un disque ou une couronne formelle, on
appelle bord de X un point ge´ne´rique d’une composante irre´ductible de la fibre
spe´ciale (qui est un diviseur de Weil sur X ). Le sche´ma X e´tant normal, un bord
η de´finit une valuation note´e vη du corps des fonctions de X . On ve´rifie que pour
un bord η de X , on a un isomorphisme de R-alge`bre de ˆOX ,η sur R[[T ]]{T
−1} ;
un e´le´ment T de ˆOX ,η tel que ˆOX ,η = R[[T ]]{T
−1} sera appele´ parame`tre au
bord η. Le corps re´siduel k((T )) de ˆOX ,η est muni d’une valuation discre`te ordη,
normalise´e de fac¸on a` ce qu’une uniformisante de k((T )) ait pour valuation 1. Si
f est non nul dans ˆOX ,η, f s’e´crit de manie`re unique f = π
vη(f)f0, avec f0 non
nul. On note alors ordη(f) := ordη(f¯0), ou` f¯0 est l’image re´siduelle de f0 dans
k((T )).
1. Re´duction des torseurs de Kummer de degre´ p
1.1. Les sche´mas en groupes G(n) et Hn. On rappelle ici la de´finition de
certains sche´mas en groupes qui interviennent dans la re´duction des µp-torseurs.
Pour plus d’informations concernant ces sche´mas en groupes et leurs applications
a` la de´formation d’Artin-Schreier a` Kummer, on renvoie a` [6]. Pour tout entier
n strictement positif, on note G(n) := SpecR[x,
1
πnx+ 1
] le sche´ma en groupes
affine sur R dont l’alge`bre de Hopf est donne´e ci-dessous :
– comultiplication :
R[x,
1
πnx+ 1
] → R[x,
1
πnx+ 1
]⊗R R[x,
1
πnx+ 1
]
x 7→ x⊗ 1 + 1⊗ x+ πnx⊗ x
– coinverse :
R[x,
1
πnx+ 1
] → R[x,
1
πnx+ 1
]
x 7→ −
x
πnx+ 1
– coidentite´
R[x,
1
πnx+ 1
] → R
x 7→ 0
La fibre spe´ciale de G(n) s’identifie canoniquement au groupe additif Ga sur k ;
par aillleurs, la fibre ge´ne´rique est isomorphe au groupe multiplicatif Gm sur K :
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Plus pre´cise´ment, on de´finit un homomorphisme de sche´mas en groupes φn de
G(n) dans Gm,R par l’homomorphisme de R-alge`bres de Hopf :
R[u, u−1] → R[x,
1
πnx+ 1
]
u 7→ πnx+ 1
On a alors la suite exacte pour la topologie fppf :
(1) 0→ G(n)
φn
−→ Gm,R → jn∗Gm,Rn → 0
ou` Rn := R/(π
n) et jn est l’immersion ferme´e de SpecRn dans SpecR. (voir [6]).
On voit alors que φn ⊗R K est un isomorphisme.
Pour 0 < n ≤ vK(λ) =
vK(p)
p− 1
, le polynoˆme
(πnx+ 1)p − 1
πpn
est a` coefficients
dans R ; on de´finit alors un homomorphisme de R-sche´mas en groupes ψn de G
(n)
dans G(pn) par :
R[y,
1
πpny + 1
] → R[x,
1
πnx+ 1
]
y 7→
(πnx+ 1)p − 1
πpn
L’homomorphisme ψn est une isoge´nie de degre´ p, on note Hn le noyau de ψn,
et on obtient la suite exacte pour la topologie fppf :
(2) 0→Hn → G
(n) ψn−→ G(pn) → 0
Le sche´ma en groupes Hn est fini et plat sur R, de degre´ p. Sa fibre ge´ne´rique
est isomorphe au groupe µp,K. Si 0 < n < vK(λ), sa fibre spe´ciale est le groupe
radiciel additif αp ; si n = vK(λ), sa fibre spe´ciale est un groupe e´tale isomorphe
a` Z/pZ.
1.2. Torseurs fppf sous Hn. Soit n un entier strictement positif, X un R-
sche´ma, on de´duit de la suite exacte (1) la suite exacte
H0(X,Gm)→ H
0(Xn,Gm)→ H
1(X,G(n))→ PicX → PicXn
ou` Xn := X ×SpecR SpecRn. En particulier, on a le
Lemme 1.1. Si PicX → PicXn est injectif et si H
0(X,Gm)→ H
0(Xn,Gm) est
surjectif, H1(X,G(n)) = 0. En particulier, si X = SpecA, avec A une R-alge`bre
comple`te pour la topologie π-adique, H1(X,G(n)) = 0.
Soit X un R-sche´ma, si 0 < n ≤ vK(λ), on de´duit de la suite exacte (2) la suite
exacte
H0(X,G(n))→ H0(X,G(pn))→ H1(X,Hn)→ H
1(X,G(n))
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Corollaire 1.2. Si X = SpecA, avec A une R-alge`bre comple`te pour la topologie
π-adique,
H1(X,Hn) = G
(pn)(A)/G(n)(A).
Remarque 1.3. On peut concre`tement ree´crire le corollaire de la manie`re suiv-
ante : On conside`re une R-alge`bre A factorielle et comple`te pour la topologie
π-adique, un torseur sous Hn au-dessus de SpecA est alors de la forme SpecB,
avec
B :=
A[w]
(πnw+1)p−1
πpn
− u
,
ou` u appartient a` A. Deux e´le´ments u1 et u2 de A de´finissent le meˆme torseur s’il
existe v dans A tel que
u2 = u1(π
nv + 1)p +
(πnv + 1)p − 1
πpn
.
1.3. Torseurs fppf sous µp. On a la suite exacte de sche´mas en groupes com-
mutatifs, pour la topologie fppf :
1→ µp → Gm
x 7→xp
−→ Gm → 1.
On en de´duit le
Lemme 1.4. Soit X un R-sche´ma, si PicX = 0, H1(X, µp) = H
0(X,Gm)/H
0(X,Gm)
p.
En particulier, si X = SpecA, avec A une R-alge`bre factorielle,
H1(X, µp) = Gm(A)/Gm(A)
p.
Remarque 1.5. Comme ci-dessus, on peut reformuler concre`tement le lemme de
la manie`re suivante : On conside`re une R-alge`bre A factorielle, un torseur sous
µp au-dessus de SpecA est alors de la forme SpecB, avec
B =
A[y]
(yp − u)
.
ou` u est une unite´ de A, unique a` la multiplication pre`s d’une puissance p-ie`me
d’une unite´ de A.
1.4. Re´duction des µp-torseurs.
Proposition 1.6. Soit X := SpecA un sche´ma affine plat sur R, dont les fibres
sont inte`gres et de dimension 1 ; on suppose que A est une R-alge`bre factorielle
et comple`te pour la topologie π-adique. Soit YK → XK un µp-torseur e´tale non
trivial, donne´ par une e´quation yp = f , ou` f est inversible dans AK , et Y le
normalise´ de X dans YK ; on suppose que la fibre spe´ciale de Y est inte`gre. Soit
η (resp. η′) le point ge´ne´rique de la fibre spe´ciale de X (resp. Y ). Les anneaux
locaux OX,η et OY,η′ sont alors des anneaux de valuation discre`te d’uniformisante
π. Notons δ la valuation de la diffe´rente de OY,η′/OX,η. On distingue alors deux
cas suivant la valeur de δ.
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– Si δ = vK(p), Y est un µp,R-torseur pour la topologie fppf , donc Y =
SpecB, avec B :=
A[y]
(yp − u)
, ou` u est une unite´ de A, unique a` la multipli-
cation d’une puissance p-ie`me d’une unite´ de A pre`s. On dit que le torseur
Y → X a re´duction multiplicative.
– Si 0 ≤ δ < vK(p), on a δ = vK(p) − n(p − 1), ou` n est un entier tel que
0 < n ≤ vK(λ), et Y → X est un torseur sous Hn pour la topologie fppf ,
donc est donne´ par Y = SpecB,
B :=
A[w]
( (π
nw+1)p−1
πpn
− u)
,
ou` u est un e´le´ment de A. De plus, si B est isomorphe a`
A[w]
(πnw+1)p−1
πpn
− u′
,
alors il existe v dans A tel que u′ = u(πnv + 1)p +
(πnv + 1)p − 1
πpn
.
Si 0 < δ < vK(p) (resp. δ = 0), on dit que le torseur Y → X a re´duction
additive (resp. re´duction e´tale).
De´monstration. Notons Y := SpecB, ou` B est une A-alge`bre finie, normale. On
peut e´crire f = πrf0, ou` r est un entier, f0 appartient a` A et n’est pas divisible
par π ; on peut en outre supposer 0 ≤ r < p. Supposons r > 0, alors comme y
appartient a` B, et B ⊗R k est re´duit, y = π
sy′, avec y′ dans B et s > 0. Mais
alors, f0 = π
sp−ry′p, donc f0 appartient a` πB. Comme
f0
π
est entier sur A, en
conside´rant un polynoˆme unitaire de degre´ d qui l’annulle, on voit que f¯ d0 est
nul. Comme A ⊗R k est inte`gre, l’image f¯0 de f0 dans A ⊗R k est nulle, i.e. f0
appartient a` πA, ce qui contredit sa de´finition. Ainsi, r = 0 et donc f appartient
a` A, f¯ 6= 0. En fait, comme π est irre´ductible dans A et f est inversible dans AK ,
f est inversible dans A.
On suppose tout d’abord que f¯ n’est pas une puissance p-ie`me, alors
A[y]
(yp − f)
est inte´gralement clos, contenu dans B et de meˆme corps des fractions, ainsi il
est e´gal a` B. On a alors δ = vK(p) et SpecB est un torseur sous µp.
On suppose a` pre´sent que f est une puissance p-ie`me modulo π. Il existe donc
un g dans A, ne´cessairement inversible, tel que f = gp mod π. Remplac¸ant f par
g−pf , on peut alors supposer que f = 1+ πr0h0, ou` h0 appartient a` A et h¯0 6= 0.
Si on avait r0 > pvK(λ), alors 1 + π
r0h0 serait une puissance p-ie`me dans A et
le torseur YK → XK serait trivial. Ainsi r0 ≤ pvK(λ). Si r0 = pvK(λ), Y est un
torseur (e´tale) sous HvK(λ). Sinon, on e´crit la division euclidienne ro = pq0 + s0,
0 ≤ s0 < p. En posant y := π
q0y0 + 1, on obtient
(πq0y0 + 1)
p − 1
πpq0
= πs0h0.
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Supposons s0 > 0, on a alors y0 = πy
′
0, avec y
′
0 dans B. De la relation
1 + πs0h0 = (1 + π
q0+1y′0)
p, on tire alors la contradiction h¯0 = 0. Ainsi, r0 = pq0,
avec q0 < vK(λ). Si h¯0 n’est pas une puissance p-ie`me, on a fini. Sinon, on peut
re´appliquer le meˆme processus et on tombe apre`s un nombre fini d’e´tapes sur une
e´quation yp = 1 + πpnh, avec ou bien n = vK(λ) et on a une re´duction e´tale, ou
bien n < vK(λ), h¯ n’est pas une puissance p-ie`me et on a un torseur sous Hn,
donc radiciel en re´duction.
Exemple 1.7. Soit A := R{T, (T − Ti)
−1}1≤i≤r, X := SpecA ve´rifie les condi-
tions de la proposition pre´ce´dente. Un µp-torseur au-dessus de sa fibre ge´ne´rique
se prolonge donc en un torseur sous µp (on dira qu’on a re´duction multiplica-
tive) ou sous Hn (on dira qu’on a re´duction additive si n < vK(λ) et e´tale si
n = vK(λ)).
Le corollaire suivant est essentiel pour la construction d’automorphismes d’or-
dre p du disque formel a` partir d’un arbre de Hurwitz. Il permet en effet d’e´crire
explicitement, sur un parame`tre convenable, l’action d’un tel automorphisme au
bord du disque.
Corollaire 1.8. Soit A := R[[T ]]{T−1}, B une A-alge`bre finie de degre´ p, plate
sur R et G un groupe p-cyclique d’automorphismes de B ; on suppose que A
s’identifie a` BG, et que B¯ := B⊗Rk est un corps, extension purement inse´parable
de degre´ p de A¯ = k((t)). L’anneau B est alors un anneau de valuation discre`te
complet d’uniformisante π, de corps re´siduel de la forme k((z)) ; si Z rele`ve z
dans B, B = R[[Z]]{Z−1}. Soit δ la valuation de la diffe´rente de B sur A.
(A) Si δ = vK(p), SpecB → SpecA est un fppf -torseur sous µp, et ainsi il
existe une unite´ u dans A tel que B =
A[y]
(yp − u)
. De plus, u est unique a` la
multiplication d’une puissance p-ie`me pre`s d’une unite´ de A. En particulier, la
forme diffe´rentielle ω :=
du¯
u¯
est uniquement de´termine´e. De plus, le re´sidu h de
ω appartient a` Fp.
Notons φ l’unique isomorphisme de G sur Z/pZ tel que pour σ ∈ G, on ait
σy = ζφ(σ)y, on a alors deux cas :
a) Si le re´sidu h de ω est non nul, alors y = Zh, ou` Z est un parame`tre de B,
et, pour σ ∈ G, σZ = ζ
1
h
φ(σ)Z.
b) Si le re´sidu h de ω est nul, alors l’entier m := 1 + ordtω est positif et premier
a` p. De plus, (pour un choix convenable de u) il existe un parame`tre Z de B tel
que y = 1 + Zm et, pour σ ∈ G,
σZ = ζ
1
m
φ(σ)Z(1 + ζ−φ(σ)(ζφ(σ) − 1)Z−m)
1
m
(B) Si 0 < δ < vK(p), SpecB → SpecA est un fppf -torseur sous Hn, ou` n
est un entier donne´ par vK(p) = δ + n(p − 1). Ainsi, il existe u dans A tel que
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B =
A[w]
( (π
nw+1)p−1
πpn
− u)
, u¯ /∈ k((tp)). De plus, u¯ est unique a` l’addition d’une puis-
sance p-ie`me pre`s. En particulier, la forme diffe´rentielle ω := du¯ est uniquement
de´termine´e. L’entier m := 1 + ordt(ω) est premier a` p.
Notons φ l’unique isomorphisme de G sur Z/pZ tel que pour σ ∈ G, on ait
σ(πnw + 1) = ζφ(σ)(πnw + 1). On a alors w = Zm, ou` Z est un parame`tre de B,
et pour σ ∈ G, σZ = ζ
1
m
φ(σ)Z(1 + π−n(ζφ(σ) − 1)ζ−φ(σ)Z−m)
1
m .
De´monstration. Comme k est alge´briquement clos, B¯ est un corps k((z)) de se´ries
formelles en une variable sur k. Soit Z dans B relevant Z, il suit du lemme 2.1
de [5] que B = R[[Z]]{Z−1}. On est donc dans la situation de la proposition 1.6
(Remarquer que A est principal, donc factoriel).
(A) On suppose tout d’abord que δ = vK(p). La proposition 1.6 montre alors
que SpecB → SpecA est un fppf -torseur sous µp, donne´ par
B :=
A[y]
(yp − u)
.
(a) Si ordtu¯ est premier a` p, alors il est e´gal modulo p au re´sidu h de ω :=
du¯
u¯
. En
particulier, ce re´sidu est un inversible de Fp. De plus, y est modulo π la puissance
h-ie`me d’une uniformisante z de B¯. Comme B est hense´lien, y = Zh, ou` Z rele`ve
z dans B, ainsi Z est un parame`tre de B. Le calcul de σZ est imme´diat.
(b) Si maintenant ordtu¯ est divisible par p, on peut le supposer nul. Alors, si
ω :=
du¯
u¯
, on a 1 + ordω = 1 + orddu¯ positif et premier a` p. En particulier, le
re´sidu de ω est nul. Alors on peut e´crire u¯ = 1+
∑
1≤i≤[m
p
] c¯
p
i t
ip+ a¯tm mod tm+1,
ou` les ci et a sont dans R. En multipliant Y par 1−c1T , on se rame`ne a` c¯1 = 0. En
appliquant successivement ce processus, on peut supposer que u¯ s’e´crit u¯ = 1+a¯tm
mod tm+1, avec a¯ 6= 0. On a (y¯ − 1)p = t′m, ou` t′ est une uniformisante de A¯. Il
en re´sulte que y¯ − 1 est la puissance m-ie`me d’une uniformisante de B¯. Comme
B est hense´lien, y = 1 + Zm, ou` Z est un parame`tre de B. Le calcul de σZ est
imme´diat.
(B) On suppose a` pre´sent que 0 < δ < vK(p), alors, d’apre`s la proposition 1.6,
SpecB → SpecA est un fppf -torseur sous Hn, ou` vK(p) = δ + (p − 1)n. Il est
donc donne´ par
B =
A[w]
( (π
nw+1)p−1
πpn
− u)
.
Il re´sulte de la proposition 1.6 que u¯ est unique a` l’addition d’une puissance p-
ie`me pre`s, donc la diffe´rentielle du¯ est bien de´termine´e. Les assertions suivantes
se de´montrent de fac¸on analogue au cas multiplicatif.
De´finition 1.9. Soit φ : SpecB → SpecA un torseur comme dans le corollaire
pre´ce´dent, on notera ωφ la 1-forme diffe´rentielle e´gale a`
du¯
u¯
si la re´duction est
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multiplicative, donne´e par l’e´quation yp = u, et e´gale a` du¯ si la re´duction est
additive ou e´tale, donne´e par l’e´quation (πnw + 1)p = 1 + πpnu. On dira que ωφ
est la 1-forme diffe´rentielle associe´e au torseur φ.
Proposition 1.10.
De´monstration. Quitte a` e´changer les bords, on peut supposer m ≥ 0. Comme
ϕK est e´tale, la fonction
σZ
Z
− 1 ne posse`de pas de ze´ro sur la couronne, donc
d’apre`s le lemme 1.6 de [5], on a alors m + m′ = 0. De plus, on peut e´crire
σ(Z)
Z
− 1 = πqZmU, ou` q est un entier et U est un inversible de O(Ce). Alors,
dρ = (p− 1)vρ
(
σ(Z)
Z
− 1
)
= q(p− 1) +m(p− 1)vK(ρ).
On conclut en remarquant que q(p− 1) = (p− 1)vη
(
σ(Z)
Z
− 1
)
= dη. Enfin, la
dernie`re assertion re´sulte du corollaire 1.8.
2. Arbres de Hurwitz
Soit Γ un arbre fini connexe, oriente´ a` partir d’un sommet fixe´ ro appele´ racine
de l’arbre. On notera somΓ (resp. arΓ) l’ensemble des sommets (resp. areˆtes)
de Γ. Pour tout sommet s de Γ, ar(s) (resp. ar+(s)) sera l’ensemble des areˆtes
(resp. areˆtes positives) d’origine s ; le nombre d’areˆtes d’origine s est la valence
du sommet s. Pour toute areˆte a de Γ, oΓ(a), tΓ(a) et a¯ de´signent respectivement
l’origine, le sommet terminal et l’areˆte oppose´e de a. Une n-chaˆıne dans Γ est un
sous-arbre Γ0 avec somΓ0 = {si, 0 ≤ i ≤ n} et arΓ0 = {ai, a¯i, 0 ≤ i < n}, ou`
oΓ0(ai) = si et tΓ0(ai) = si+1. La chaˆıne Γ0 est positive si ai est positive pour
tout i. Pour tout sommet s il existe une unique chaine d’origine ro et de sommet
terminal s, on la notera Γs.
L’orientation de l’arbre induit une relation d’ordre sur somΓ, a` savoir s1 ≤ s2
si et seulement si il existe une chaˆıne positive dans Γ d’origine s1 et d’extre´mite´
s2. Un sommet maximal sera un sommet maximal pour cette relation d’ordre.
De´finition 2.1. Etant donne´ un arbre Γ, fini et connexe, on conside`re les donne´es
suivantes :
– Un sommet r0 de Γ ; on oriente Γ a` partir de r0.
– Un entier d0 divisible par p− 1, ve´rifiant 0 ≤ d0 ≤ vK(p).
– Une application ǫ de arΓ dans N telle que pour toute areˆte a on ait ǫ(a) =
ǫ(a¯). En particulier, ǫ de´finit une me´trique sur le graphe obtenu en retirant
les areˆtes a telles que ǫ(a) = 0.
– Une application m de arΓ dans Z.
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– Une application h de arΓ dans Z/pZ.
On de´finit alors, pour tout sommet s, un entier d(s) par :
d(s) := d0 + (p− 1)(
∑
a∈ar+Γs
m(a)ǫ(a)).
On dira que la donne´e H := (r0, d0, ǫ,m, h) est une donne´e de Hurwitz sur Γ,
ou encore que (Γ,H) est un arbre de Hurwitz (sous-entendu de´fini sur K), si les
conditions H [i], 1 ≤ i ≤ 7, ci-dessous sont re´alise´es :
H [1] Pour toute areˆte a, m(a¯) = −m(a) et h(a¯) = −h(a).
H [2] Pour toute areˆte a, m(a) = 0 si et seulement si h(a) 6= 0 mod p. De plus,
si m(a) 6= 0, m(a) est premier a` p.
H [3] Un sommet s de valence strictement supe´rieur a` 1 est l’origine d’au moins
trois areˆtes distinctes, et on a les relations :∑
a∈ar(s)
(m(a) + 1) = 2 et
∑
a∈ar(s)
h(a) = 0 mod p.
H [4] Si a est une areˆte positive telle que ǫ(a) = 0, alors son sommet terminal est
maximal. Si de plus m(a) = 0, on dira que a est une feuille.
H [5] Pour tout sommet s de Γ, 0 ≤ d(s) ≤ vK(p).
On dira alors qu’un sommet s de Γ est :
– multiplicatif si d(s) = vK(p),
– additif si 0 < d(s) < vK(p),
– e´tale si d(s) = 0,
H [6] Si a est une feuille, l’origine de a est un sommet multiplicatif.
H [7] Si s est additif ou e´tale, pour toute areˆte a d’origine s, h(a) = 0 mod p.
Si (Γ1,H1) et (Γ2,H2) sont des arbres de Hurwitz, on dira qu’ils sont e´quivalents
si il existe un isomorphisme de Γ1 sur Γ2 qui transporte H1 sur H2.
De´finition 2.2. Soit (Γ,H) un arbre de Hurwitz, et a une areˆte positive de
Γ. Conside´rons le sous-arbre Γ[a] dont l’ensemble des sommets est constitue´ de
l’origine de a et des sommets s de Γ tels que tΓ(a) ≤ s. La donne´e de Hurwitz H
induit alors une donne´e de Hurwitz H[a] := (oΓ(a), d(oΓ(a)), ǫ,m, h) sur Γ[a].
De´finition 2.3. Soit (Γ,H) un arbre de Hurwitz.
[M ] Si s est un sommet de Γ multiplicatif de valence supe´rieure ou e´gale a` 3,
on dira qu’il est re´alisable si il existe une fraction rationnelle u¯s dans k(t) et une
injection js de ar(s) dans P
1(k) telles que :
– Si a est une areˆte d’origine s, le re´sidu de
du¯s
u¯s
en js(a) est e´gal a` h(a).
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– div(
du¯s
u¯s
) = −
∑
a∈ar(s)
(m(a) + 1)[js(a)].
[A] Si s est un sommet de Γ additif de valence supe´rieure ou e´gale a` 3, on dira
qu’il est re´alisable si il existe une fraction rationnelle u¯s dans k(t) et une injection
js de ar(s) dans P
1(k) telles que :
div(du¯s) = −
∑
a∈ar(s)
(m(a) + 1)[js(a)].
Remarque 2.4. Tre`s souvent, nous aurons a` conside´rer le cas ou` un seul des m(a)
est positif (par exemple pour l’e´tude du disque formel). Le proble`me de l’ex-
istence d’une forme diffe´rentielle comme ci-dessus se rame`ne a` l’existence d’un
point a` coordonne´es distinctes d’une certaine sous-varie´te´ alge´brique, en ge´ne´ral
non irre´ductible, d’un espace affine sur k (voir la preuve de 3.18). La dimen-
sion de l’espace de ces formes diffe´rentielles solutions de notre proble`me est alors
[
m
p
], ou` m est l’unique m(a) positif (voir la remarque 3.17). En particulier, nous
retrouvons la finitude de l’ensemble des solutions dans le cas ou` m < p ([2]).
3. Automorphismes d’ordre p du disque formel
3.1. Arbre de Hurwitz associe´ a` un automorphisme d’ordre p du disque
formel. Soit σ un R-automorphisme d’ordre p de R[[Z]] (resp. R{Z}), on note
Fσ l’ensemble des points fixes ge´ome´triques de σ dans la fibre ge´ne´rique DK (resp.
DK) de D := SpecR[[Z]] (resp. D := SpecR{Z}) ; on supposera que le cardinal de
Fσ est e´gal a` m+1 et que les points de Fσ sont tous rationnels sur K (le cardinal
de Fσ e´tant fini, on peut toujours le supposer, quitte a` faire une extension finie de
K). On conside`re le mode`le minimalM(DK , Fσ) (resp.M(DK , Fσ)) de´ployant les
spe´cialisations des points fixes en des points lisses et distincts, soit Γ∗σ l’arbre dual
de sa fibre spe´ciale, oriente´ a` partir du sommet r0 correspondant a` la transforme´e
stricte du point ge´ne´rique de Dk (resp. de la fibre spe´ciale de D). Pour tout
sommet s de Γ∗σ, notons Fs le sous-ensemble, e´ventuellement vide, de Fσ forme´
des points qui se spe´cialisent sur la composante correspondant a` s. On note Γσ
l’arbre oriente´ de´fini par :
– L’ensemble des sommets de Γσ est la re´union disjointe de somΓ
∗
σ et de Fσ
(resp. de somΓ∗σ, de Fσ et d’un singleton {s∞}). Si x est un point de Fσ, on
notera sx le sommet associe´.
– L’ensemble des areˆtes positives de Γσ est la re´union disjointe de ar
+Γ∗σ et de
Fσ (resp. de somΓ
∗
σ, de Fσ et d’un singleton {a∞}). Si x est un point de Fσ,
on notera ax l’areˆte positive associe´e.
– Si a est une areˆte positive de Γ∗σ, on a oΓσ(a) = oΓ∗σ(a) et tΓσ(a) = tΓ∗σ(a) ;
pour tout point x de Fσ, si s est l’unique sommet de Γ
∗
σ tel que x ∈ Fs, alors
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oΓσ(ax) = s et tΓσ(ax) = sx ; enfin, dans le cas du disque ferme´ formel, on a
oΓσ(a∞) = r0 et tΓσ(a∞) = s∞.
On de´finit une donne´e de Hurwitz Hσ := (r0, d0, ǫ,m, h) sur Γσ de la fac¸on suiv-
ante :
– L’entier d0 est e´gal a` la valuation de la diffe´rente au bord η du disque formel.
– Si a est une areˆte de Γ∗σ, ǫ(a) est e´gal a` l’e´paisseur du point double corre-
spondant dans la fibre spe´ciale de M(DK , Fσ) ; sinon, on pose ǫ(a) = 0.
– Soit a une areˆte de Γσ. Si a est une areˆte de Γ
∗
σ (resp. a = ax ou` x est
un point de Fσ), elle correspond a` un point double oriente´ za de Mσ :=
M(DK , σ) (resp. a` la spe´cialisation x¯ de x dans la fibre spe´ciale de Mσ).
Soit ξa le bord de la couronne formelle Spec ˆOMσ ,za (resp. le bord du disque
formel Spec ˆOMσ ,x¯) Spec ˆOMσ ,za qui correspond a` l’origine de a. On notera
Oˆa le localise´-comple´te´ ( ˆOMσ ,za)ξa
∧
, et ωa la 1-forme diffe´rentielle associe´e
au torseur SpecOˆa → SpecOˆσa s’il a re´duction radicielle (voir 1.9). On pose
alors m(a) := −(1 + ordξaωa) si ce torseur a re´duction radicielle, et sinon
m(a) est le conducteur de Hasse de l’extension Oˆa ⊗R k/Oˆσa ⊗R k. On pose
de plus h(a) = 0 si la re´duction du torseur est additive ou e´tale et h(a) =
Re´sξaωa si la re´duction est multiplicative. Par ailleurs, m(a¯x) = −m(ax) et
h(a¯x) = −h(ax). Enfin, dans le cas du disque ferme´ formel, on note Oˆ∞ :=
R[[Z−1]]{Z}, et ω∞ la 1-forme diffe´rentielle associe´e au torseur SpecOˆ∞ →
SpecOˆσ∞. On pose alorsm(a∞) = −(1 + ord∞ω∞), h(a∞) = 0 si la re´duction
du torseur est additive ou e´tale et m(a∞) = −(1 + ord∞ω∞), h(a∞) =
Re´s∞ω∞ si la re´duction est multiplicative.
Proposition 3.1. Avec les de´finitions ci-dessus, (Γσ,Hσ) est un arbre de Hur-
witz. De plus :
– Pour toute areˆte positive a, m(a) ≥ 0.
– Si a est une feuille, son sommet origine est un sommet maximal de Γ∗σ. En
d’autres termes, les spe´cialisations des points de Fσ sont dans les bouts de la
fibre spe´ciale de Mσ. Il en re´sulte que pour toute areˆte positive a, en notant
Fa l’ensemble des feuilles de Γ[a], m(a) + 1 = card(Fa).
– Tout sommet de valence supe´rieure a` 3 est re´alisable.
Remarque 3.2. Cette proposition est une reformulation, dans le langage des ar-
bres de Hurwitz, des re´sultats de [2]. La preuve ci-dessous est a` quelques de´tails
pre`s la meˆme que celle expose´e dans l’article cite´ au-dessus, nous ne la redonnons
que pour illustrer la notion d’arbre de Hurwitz. On remarquera que dans le cas des
arbres de Hurwitz provenant d’un automorphisme d’ordre p d’un disque formel,
la donne´e de l’arbre et de la racine permet de retrouver la valeur de m(a) pour
toute areˆte a. Ce ne sera plus le cas pour les arbres de Hurwitz provenant d’un
automorphisme d’une couronne formelle.
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De´finition 3.3. On dira qu’un arbre de Hurwitz provient d’un automorphisme
σ d’ordre p du disque formel (ouvert ou ferme´) s’il est e´quivalent a` (Γσ,Hσ).
De´monstration.
H [1] Si a est une areˆte de Γ∗σ, la relationm(a¯) = −m(a) re´sulte de 1.10. Sinon, elle
de´coule de la de´finition. Par ailleurs, la relation h(a¯) = −h(a) de´coule e´galement
de la de´finition.
H [2] Soit a une areˆte de Γσ, on peut, quitte a` changer a en a¯, supposer a posi-
tive. En particulier, l’origine de a n’est pas un sommet maximal. Supposons tout
d’abord l’origine de a multiplicative, la forme diffe´rentielle ωa est alors logarith-
mique, donc l’ordre de ωa est supe´rieur a` −1. Alors m(a) = 0 est e´quivalent a`
ordξaωa = −1, ce qui est e´quivalent a` h(a) = Re´sξaωa 6= 0 mod p. Si maintenant
on suppose l’origine de a additive ou e´tale, on a par hypothe`se h(a) = 0 et comme
ωa est maintenant une diffe´rentielle exacte, on ne peut pas avoir ordξaωa = −1.
Ainsi, m(a) 6= 0.
H [3] Le fait qu’un sommet ne peut pas eˆtre de valence e´gale a` 2 re´sulte de la
minimalite´ du mode`le Mσ. Soit s un sommet de Γ
∗
σ, correspondant a` une droite
projective Es, et E˜s l’ouvert affine de Es comple´mentaire des points doubles et
des spe´cialisations des points de Fs. On note E
′
s la composante au-dessous de Es
dans le quotient de Mσ par σ et E˜
′
s l’image de E˜s dans E
′
s.
Soit Mˆσ le comple´te´ formel de Mσ le long de sa fibre spe´ciale, et E˜s le sous-
sche´ma formel affine de Mˆσ de fibre spe´ciale E˜s. On de´finit de manie`re ana-
logue E˜ ′s. La R-alge`bre As := O(E˜
′
s) est comple`te pour la topologie π-adique et
factorielle. En notant Bs := O(E˜s), on conside`re alors la re´duction du torseur
SpecBs → SpecAs, qui est radicielle.
Si la re´duction est additive, donne´e par une e´quation (πnw + 1)p = 1 + πpnus,
la diffe´rentielle ωs := du¯s est uniquement de´termine´e. Comme E˜s est une courbe
lisse, ωs n’a ni ze´ro ni poˆle sur E˜
′
s. On a alors
divωs = −
∑
a∈ar(s)
(m(a) + 1)[ta].
(En notant ta l’image dans E
′
s du point de Es correspondant a` l’areˆte a). La
relation
∑
a∈ar(s)(m(a) + 1) = 2 est alors simplement le fait que le degre´ de ωs
est e´gal a` −2. De plus, comme s est additif, pour toute areˆte a d’origine s, on a
h(a) = 0 par de´finition. Ainsi, la somme des h(a) est clairement nulle.
Si la re´duction est multiplicative, donne´e par une e´quation yp = us, la diffe´rentielle
ωs :=
du¯s
u¯s
est uniquement de´termine´e. Comme E˜s est une courbe lisse, ωs n’a ni
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ze´ro ni poˆle sur E˜ ′s. On a alors
divωs = −
∑
a∈ar(s)
(m(a) + 1)[ta].
et pour a dans ar(s), le re´sidu de ωs en ta est h(a). Les relations
∑
a∈ar(s)(m(a)+
1) = 2 et
∑
a∈ar(s) h(a) = 0 traduisent alors respectivement que le degre´ de ωs est
−2 et le the´ore`me des re´sidus.
En particulier, on voit de`s a` pre´sent que les sommets correspondant a` des
droites projectives sont re´alisables.
H [4] est imme´diat. (Les feuilles correspondent aux points de Fσ).
H [5] re´sulte du
Lemme 3.4. Soit s un sommet de Γ∗σ. Le point ge´ne´rique de la composante Es
de´finit une valuation discre`te vs du corps des fractions K de R[[Z]] (resp. R{Z}).
L’entier d(s) := d0 + (p− 1)(
∑
a∈ar+Γs
m(a)ǫ(a)) est alors e´gal a` la valuation de
la diffe´rente de l’extension (K, vs)/(K
σ, vs).
La preuve est imme´diate, en utilisant la proposition 1.10, par re´currence sur le
nombre de sommets de Γs.
H [6] Une feuille correspond a` un point fixe de σ, en particulier, la composante qui
le porte a pour diffe´rente vK(p), c’est-a`-dire l’origine de la feuille est un sommet
multiplicatif.
H [7] est imme´diat d’apre`s la de´finition.
La donne´e Hσ est donc bien une donne´e de Hurwitz sur Γσ. Soit a une areˆte
positive, et s son origine. Conside´rons le mode`le Ma de DK obtenu a` partir de
Mσ en recontractant les droites projectives correspondant aux sommets s
′ tels
que Γs′ passe par a. Ces droites se contractent en un point za de Es qui est
alors lisse sur Ma, soit Za un parame`tre du disque formel ˆOMa,za , i.e. ˆOMa,za =
R[[Za]]. On a alors, d’apre`s la proposition 1.10, m(a) = ordZa
(
σZa
Za
− 1
)
≥
0. Soit a0 une feuille de Γσ. Son origine s est un sommet de Γ
∗
σ, multiplicatif.
Supposons qu’il existe une areˆte a positive de Γ∗σ de sommet origine s, on a
alors m(a) ≥ 0. Comme d(tΓσ(a)) ≤ vK(p) = d(oΓσ(a)), on doit avoir m(a) = 0.
Plus ge´ne´ralement, pour toute chaˆıne positive d’origine s, le sommet terminal
est multiplicatif. Prenons une telle chaˆıne, maximale. La dernie`re areˆte est une
feuille. De son sommet origine s′ ne partent que des feuilles par maximalite´. De
la relation
∑
a′∈ar(s′)(m(a
′) + 1) = 2 et du fait qu’il existe au moins deux feuilles
d’origine s′, on de´duit la contradiction m(a) < 0 pour l’unique areˆte positive de
sommet terminal s′. Ainsi, toute areˆte d’origine s est une feuille.
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Soit a une areˆte positive de Γσ. Si a est une feuille, alors m(a) = 0, et
cardFa = 1. Si a n’est pas une feuille, le sommet terminal s de a est de va-
lence supe´rieure a` 3. Donc, d’apre`s H [3], m(a) + 1 =
∑
a′∈ar+(s)(m(a
′) + 1). Par
re´currence sur le nombre maximal de sommets d’une chaˆıne positive reliant le
sommet terminal de a a` une feuille, on peut alors supposer m(a′) + 1 = cardFa′
pour toute areˆte positive a′ d’origine s. Comme Fa est la re´union disjointe des
Fa′ , on a alors m(a) + 1 = cardFa. Remarquons qu’on peut aussi de´duire cette
formule du the´ore`me de pre´paration de Weierstrass.
3.2. The´ore`me de re´alisation pour le disque formel.
The´ore`me 3.5.
Soit (Γ,H) un arbre de Hurwitz, avec H = (r0, d0, ǫ,m, h) ; en notant R l’an-
neau de valuation de K, (Γ,H) provient d’un R-automorphisme d’ordre p de
R[[Z]] si et seulement si il ve´rifie les conditions D[i] ci-dessous (1 ≤ i ≤ 3) :
D[1] La racine r0 est de valence 1.
D[2] Toute areˆte aboutissant a` un sommet maximal est une feuille.
D[3] Tout sommet de valence supe´rieure ou e´gale a` 3 est re´alisable.
La partie directe du the´ore`me, due a` B. Green et M. Matignon, a de´ja` e´te´
prouve´e, a` l’exception de D[1], qui re´sulte de la construction du mode`le minimal :
En fait, le sommet terminal de l’unique areˆte d’origine r0 correspond au plus petit
disque ferme´ contenant tous les points de Fσ.
Remarque 3.6. Quitte a` faire une extension finie de K, on peut toujours se
ramener au cas ou` la valuation d0 de la diffe´rente au bord du disque formel
est nulle, au moyen d’un recollement convenable d’une couronne formelle semi-
ouverte avec action d’un automorphisme d’ordre p. En effet, soit σ un automor-
phisme d’ordre p du disque formel, avec m+1 points fixes dans la fibre ge´ne´rique.
Posons vK(p) = d0 + (p− 1)n0, d’apre`s le corollaire 1.8, il existe un parame`tre Z
au bord du disque formel tel que
σZ = ζ−
1
mZ(1 + λπ−n0ζ−1Zm)−
1
m .
Conside´rons maintenant l’automorphisme σ0 d’ordre p de la couronne formelle
semi-ouverte Spec
R[[V ]]{W}
(VW − ρ)
, donne´ par :
σ0V := ζ
− 1
mV (1 + V m)−
1
m ,
avec ρm := λπ−n0ζ−1. On utilise alors un lemme analogue au lemme 3.8 pour
construire un prolongement de σ a` un disque formel plus grand, en identifiant
W = Z−1, et le choix de σ0 montre que l’automorphisme obtenu agit sans inertie
au bord.
16 YANNICK HENRIO
3.3. Construction d’automorphismes d’ordre p. Le but de cette partie est
de donner les re´sultats constituant le coeur technique de la preuve de la partie
re´ciproque du the´ore`me 3.5. Notamment, on va voir que l’e´tape essentielle est
la construction d’automorphismes d’ordre p du disque ferme´ a` partir d’un arbre
de Hurwitz. On fixe une extension finie K de K0, et on note R son anneau de
valuation ; π de´signe une uniformisante de R
3.3.1. Lemmes de recollement.
Lemme 3.7. On se donne des e´le´ments a1, . . . , ar de R distincts deux a` deux
modulo π. On note, pour i de 1 a` r, αi (resp. βi) l’injection canonique de la
R-alge`bre R{Z, (Z − aj)
−1}1≤j≤r (resp. R[[Xi]]) dans R[[Z − ai]]{(Z − ai)
−1}
(resp. R[[Xi]]{X
−1
i }). On se donne e´galement des isomorphismes de R-alge`bres
ψi : R[[Xi]]{X
−1
i } → R[[Z − ai]]{(Z − ai)
−1}.
Si θ est l’homomorphisme de R-module de R{Z, (Z−aj)
−1}1≤j≤r×
∏
1≤i≤r R[[Xi]]
dans
∏
1≤i≤r R[[Z − ai]]{(Z − ai)
−1} de´fini par
θ(f0, f1, . . . , fr) = (α1(f0)− ψ1 ◦ β1(f1), . . . , αr(f0)− ψr ◦ βr(fr)),
pour f0 dans R{Z, (Z− aj)
−1}1≤j≤r et fi dans R[[Xi]] pour 1 ≤ i ≤ r, alors θ est
surjective et son noyau N est une R-alge`bre de se´ries entie`res restreintes en une
variable (autrement dit de la forme R{Z0}).
De´monstration. On voit imme´diatement que N est une sous-R-alge`bre de
R{Z, (Z − aj)
−1}1≤j≤r ×
∏
1≤i≤r
R[[Xi]].
On posera z := Z mod π et, pour i de 1 a` r, xi := Xi mod π. De l’homomor-
phisme de R-modules θ, on obtient un homomorphisme de k-espace vectoriel
θ¯ := θ ⊗R k : k[z, (z − a¯j)
−1]1≤j≤r ×
∏
1≤i≤r
k[[xi]]→
∏
1≤i≤r
k((xi)).
Comme ψ¯i(α¯i(xi)) est une uniformisante de k((z − a¯i)), quitte a` changer le
parame`treXi, on peut supposer que ψ¯i(α¯i(xi)) = z−a¯i. On voit alors imme´diatement
que θ¯ est surjectif et son noyau est e´gal a` k[z]. Il suit alors que θ est surjectif, et
on obtient donc la suite exacte :
0→ N → R{Z, (Z−aj)
−1}1≤j≤r×
∏
1≤i≤r
R[[Xi]]→
∏
1≤i≤r
R[[Z−ai]]{(Z−ai)
−1} → 0
Alors, N ⊗R k s’identifie au noyau k[z] de θ¯ car
∏
1≤i≤r R[[Z − ai]]{(Z − ai)
−1}
est plat sur R. Relevons z en un e´le´ment Z0 de N , on a alors N = R{Z0}.
On de´montre de manie`re identique le lemme :
Lemme 3.8. Soient e une entier strictement positif, β l’injection canonique de
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)
dans R[[Z2]]{Z
−1
2 }, α l’injection canonique de R{Z} dans R[[Z
−1]]{Z}
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et ψ un isomorphisme de R-alge`bres de R[[Z2]]{Z
−1
2 } sur R[[Z
−1]]{Z}. Si θ
de´signe l’homomorphisme de R-modules
θ : R{Z} ×
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)
→ R[[Z−1]]{Z}
de´fini par θ(f, g) := α(f)−ψ ◦β(g), alors θ est surjectif, et son noyau N est une
alge`bre de se´ries entie`res en une variable, a` coefficients dans R (autrement dit de
la forme R[[Z0]]).
3.3.2. Application aux arbres de Hurwitz.
Proposition 3.9. Soit Γ un arbre fini connexe etH = (r1, d1, ǫ,m, h) une donne´e
de Hurwitz sur Γ ; on suppose que (Γ,H) ve´rifie les conditions suivantes :
– La racine r1 est de valence supe´rieure ou e´gale a` 3
– Toute areˆte a d’origine r1 ve´rifie ǫ(a) = 0. En particulier, le seul sommet
non maximal est la racine r1.
– Il existe une unique areˆte a1 d’origine r1 qui n’est pas une feuille (i.e.
m(a1) 6= 0).
– La racine r1 est re´alisable.
Alors, si R de´signe l’anneau de valuation de K, il existe un automorphisme σ
d’ordre p du disque ferme´ formel SpecR{Z} dont l’arbre de Hurwitz associe´ est
e´quivalent a` (Γ,H), et tel qu’il existe un parame`tre V de R[[Z−1]]{Z} avec
σ(V ) = ζ
− 1
m(a1)V (1 + πvK(λ)V m(a1))
− 1
m(a1) .
feuilles
m∑
i=0
hi = 0
r1
m(a1) 6= 0
h(a1) = 0
hm
h0
Fig. 1. Premie`re re´alisation (3.9)
De´monstration. Remarquons tout d’abord que si le nombre de feuilles a de (Γ,H)
est m+ 1, alors on a m(a1) = −m d’apre`s la condition H [3]. De plus, la racine
est multiplicative d’apre`s H [6]. Soit u¯r1 et jr1 ve´rifiant les conditions de [M ].
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Pour simplifier les notations, on notera u¯ := u¯r1 , et ta := js(a) pour toute areˆte
a d’origine r1. On peut supposer ta1 = +∞. Alors, quitte a` multiplier u¯ par une
puissance p-ie`me, ce qui ne change pas la diffe´rentielle
du¯
u¯
, on peut supposer que
u¯ =
∏
a∈F (t − ta)
h(a), ou` F de´signe l’ensemble des feuilles distinctes de a1. Soit
Ta dans R relevant ta, et u un e´le´ment de la R-alge`bre A := R{T, (T − Ta)
−1}a∈F
relevant u¯. Notons B :=
A[Y ]
(Y p − u)
, c’est une A-alge`bre libre de rang p. On con-
side`re l’automorphisme de A-alge`bre (d’ordre p) σ tel que σ(Y ) = ζY . Le k-
morphisme SpecB¯ → SpecA¯ est un reveˆtement purement inse´parable de degre´ p
de l’ouvert affine P1k \{∞, ta}a∈F , et du¯ ne posse`de ni ze´ro, ni poˆle sur cet ouvert,
donc SpecB¯ est lisse, et c’est un ouvert de la droite projective sur k de la forme
P1k\{∞, za}a∈F , ou` les za sont des e´le´ments de k distincts deux a` deux. Autrement
dit, on a B¯ = k[z, (z − za)
−1]a∈F . Soit Z (resp. Za) un rele`vement de z (resp. za)
dans B (resp. R), comme B est plat sur R, on a B = R{Z, (Z − Za)
−1}a∈F . Soit
ω la forme diffe´rentielle
du¯
u¯
.
Pour a ∈ F , le re´sidu de ω en ta est h(a) 6= 0 mod p ; il re´sulte alors de la
proposition 1.8 (A,a) que B⊗AR[[T−Ta]]{(T−Ta)
−1)} = R[[Z−Za]]{(Z−Za)
−1},
et l’action induite par celle de σ est donne´e sur un parame`tre convenable X(a) par
σ(X(a)) = ζ
h(a)−1(X(a)). Remarquons que cette action se prolonge canoniquement
en une action sur R[[X(a)]]. Soit N le noyau de l’homomorphisme (surjectif) de
R[〈σ〉]-module φ : B×
∏
a∈F R[[X(a)]]→
∏
a∈F R[[Z−Za]]{(Z−Za)
−1} de´fini par
φ(b, (fa)) = (b ⊗ 1 − fa)a∈F . D’apre`s le lemme 3.7, la R[〈σ〉]-alge`bre N est alors
de la forme R{Z0}. De plus, l’arbre de Hurwitz associe´ a` l’automorphisme σ de
R{Z0} est isomorphe a` (Γ,H). La dernie`re assertion re´sulte de la proposition 1.8
(A,b), car ord∞du¯ = −(m(a1) + 1).
Corollaire 3.10. Soit Γ un arbre fini connexe et H = (r1, d0, ǫ,m, h) une donne´e
de Hurwitz sur Γ ; on suppose que (Γ,H) ve´rifie les conditions suivantes :
– La racine r0 est l’origine d’une unique areˆte a0, et ǫ(a0) 6= 0, m(a0) 6= 0.
– Si a est une areˆte positive d’origine r1 := tΓ(a0), a est une feuille. En
particulier, r1 est multiplicatif.
– Le sommet r1 est re´alisable.
Alors, il existe un automorphisme σ d’ordre p du disque ouvert formel SpecR[[Z]]
dont l’arbre de Hurwitz associe´ est e´quivalent a` (Γ,H), et tel qu’il existe un
parame`tre X de R[[Z]]{Z−1} avec
σ(X) = ζ
− 1
m(a0)X(1 + πvK(λ)−n0Xm(a0))
− 1
m(a0) ,
ou` n0 est un entier donne´ par la relation vK(p) = d0 + (p− 1)n0.
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r0
de´ja` re´alise´r1
m(a0) 6= 0
h(a0) = 0
ǫ(a0) > 0
h0
hm
Fig. 2. Deuxie`me re´alisation (3.10)
De´monstration. Soit H′ la donne´e de Hurwitz sur Γ de´finie par
H′ := (r1, d1, ǫ
′, m, h),
ou` d1 := d0 +m(a0)(p− 1)ǫ(a0), ǫ
′(a) = ǫ(a) si a /∈ {a0, a¯0}, et ǫ
′(a0) = 0. Alors,
(Γ,H′) ve´rifie les hypothe`ses de la proposition 3.9 (avec a1 = a¯0). Il existe ainsi
un R-automorphisme σ de R{Z}, d’ordre p, dont l’arbre de Hurwitz s’identifie a`
(Γ,H′), et tel qu’il existe un parame`tre V de R[[Z−1]]{Z} tel que l’action induite
de σ sur V soit donne´e par σ(V ) = ζ
1
mV (1 + πvK(λ)V −m)
1
m , ou` m = m(a0) > 0
et λ = ζ − 1. Notons e := ǫ(a0) et conside´rons la R-alge`bre
R[[Z1, Z2]]
(Z1Z2 − πe)
, munie
du R-automorphisme (d’ordre p) σ(Z1) = ζ
− 1
mZ1(1 + π
vK(λ)−emZm1 )
− 1
m . Soit ψ
l’isomorphisme de R-alge`bres de R[[Z2]]{Z
−1
2 } sur R[[Z
−1]]{Z} qui envoie Z2 sur
V , ψ est σ-e´quivariant ; en utilisant le lemme 3.8, on obtient un automorphisme
σ de R[[Z0]] dont l’arbre de Hurwitz associe´ s’identifie a` (Γ,H), et le parame`tre
au bord Z ′ := Z1 posse`de la proprie´te´ attendue ; en effet, vK(p) = d(r1) =
d0 + em(a0)(p− 1), donc n0 = em.
Proposition 3.11. Soit Γ un arbre fini connexe et H = (r1, d1, ǫ,m, h) une
donne´e de Hurwitz sur Γ ; on suppose que (Γ,H) ve´rifie les conditions suivantes :
– La racine r1 est additive.
– Il existe une unique areˆte a1 d’origine r1 ve´rifiant m(a1) < 0.
– Si a est une areˆte d’origine r1 distincte de a1, l’arbre de Hurwitz (Γa,Ha)
provient d’un R-automorphisme σa d’ordre p d’un disque formel Da, et il
existe un parame`tre Xa au bord de Da tel que
σa(Xa) = ζ
− 1
m(a)Xa(1 + π
v(λ)−n1Xm(a)a )
− 1
m(a) ,
ou` n1 est l’entier de´fini par la relation vK(p) = d(r1) + n1(p− 1).
– La racine r1 est re´alisable.
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Alors, si R de´signe l’anneau de valuation de K, il existe un automorphisme σ
d’ordre p du disque ferme´ formel SpecR{Z} dont l’arbre de Hurwitz associe´ est
isomorphe a` (Γ,H), et tel qu’il existe un parame`tre V de R[[Z−1]]{Z} avec
σ(V ) = ζ
− 1
m(a1)V (1 + πvK(λ)−n1V m(a1))
− 1
m(a1) .
de´ja` re´alise´s
m 6= 0
h = 0
ǫ = 0
r1
Fig. 3. Troisie`me re´alisation (3.11)
De´monstration. Par la condition H [3], on a
m := m(a¯1) = −m(a1) = −1 +
∑
a∈ar(r1)\{a1}
(m(a) + 1).
Soit u¯r1 et jr1 ve´rifiant les conditions de [A]. Pour simplifier les notations, on
notera u¯ := u¯r1, et ta := js(a) pour toute areˆte a d’origine r1. On peut sup-
poser ta1 = +∞. Alors, quitte a` ajouter a` u¯ par une puissance p-ie`me, ce
qui ne change pas la diffe´rentielle du¯, on peut supposer que les poˆles de u¯
sont les ta, pour a dans ar(r1) \ {a1}. Soit Ta dans R relevant ta, et u un
e´le´ment de la R-alge`bre A := R{T, (T − Ta)
−1}a∈F relevant u¯. Notons B :=
A[W ]
( (π
n1W+1)p−1
πpn1
− u)
, c’est une A-alge`bre libre de rang p. On conside`re l’automor-
phisme de A-alge`bre (d’ordre p) σ tel que σ(W ) = ζW + ζ−1
πn1
. Le k-morphisme
SpecB¯ → SpecA¯ est un reveˆtement purement inse´parable de degre´ p de l’ouvert
affine P1k \ {∞, ta}a∈ar(r1)\{a1}, donne´ par l’e´quation w
p − u¯, et du¯ ne posse`de ni
ze´ro, ni poˆle sur cet ouvert, donc SpecB¯ est lisse, et c’est un ouvert de la droite
projective sur k de la forme P1k \ {∞, za}a∈ar(r1)\{a1}, ou` les za sont des e´le´ments
de k distincts deux a` deux. Autrement dit, on a B¯ = k[z, (z − za)
−1]a∈ar(r1)\{a1}.
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Soit Z (resp. Za) un rele`vement de z (resp. za) dans B (resp. R), comme B est
plat sur R, on a B = R{Z, (Z − Za)
−1}a∈ar(r1)\{a1}.
Pour a ∈ ar(r1) \ {a1}, on a 1 + ordt=tadu¯ = −m(a) 6= 0 mod p ; il re´sulte
alors de la proposition 1.8 (B) que B ⊗A R[[T − Ta]]{(T − Ta)
−1)} est e´gal a`
R[[Z − Za]]{(Z − Za)
−1}, et l’action induite par celle de σ est donne´e sur un
parame`tre convenable X˜a de R[[Z − Za]]{(Z − Za)
−1} par
σ(X˜a) = ζ
− 1
m
(a)X˜a(1 + π
vK(λ)−n1X˜m(a)a )
− 1
m
(a).
Soit ψa l’isomorphisme e´quivariant de O(Da)
∧
(π) = R[[Xa]]{X
−1
a } sur
R[[Z − Za]]{(Z − Za)
−1} qui envoie Xa sur X˜a. En utilisant le lemme 3.7, on
construit alors une R-alge`bre de la forme R{Z0}, muni d’un R-automorphisme
σ d’ordre p, dont l’arbre de Hurwitz associe´ s’identifie a` (Γ,H). De plus, comme
ord∞du¯ = −(m(a1)+1), la proposition 1.8 (B) montre l’existence d’un parame`tre
V ve´rifiant les conditions attendues.
Comme pre´ce´demment, en en de´duit le
Corollaire 3.12. Soit Γ un arbre fini connexe et H = (r0, d0, ǫ,m, h) une donne´e
de Hurwitz sur Γ ; on suppose que (Γ,H) ve´rifie les conditions suivantes :
– La racine r0 est additive ou e´tale.
– Il existe une unique areˆte a0 d’origine r0.
– Si a est une areˆte d’origine r1 := tΓ(a0) distincte de a1 := a¯0, l’arbre de
Hurwitz (Γa,Ha) provient d’un R-automorphisme σa d’ordre p d’un disque
formel, tel qu’il existe un parame`tre Xa avec
σa(Xa) = ζ
− 1
m(a)Xa(1 + π
v(λ)−n1Xm(a)a )
− 1
m(a) ,
ou` n1 est l’entier de´fini par la relation vK(p) = d(r1) + n1(p− 1).
– Le sommet r1 est re´alisable.
Alors, si R de´signe l’anneau de valuation de K, il existe un automorphisme σ
d’ordre p du disque formel SpecR[[Z]] dont l’arbre de Hurwitz associe´ est iso-
morphe a` (Γ,H), et tel qu’il existe un parame`tre X au bord du disque formel
avec
σ(X) = ζ
− 1
m(a0)X(1 + πvK(λ)−n0Xm(ao))
− 1
m(a0) ,
ou` n0 est l’entier de´fini par la relation vK(p) = d0 + (p− 1)n0.
3.4. De´monstration du the´ore`me 3.5. On raisonne par re´currence sur le
nombre maximal N ≥ 3 de sommets d’une chaˆıne d’origine r0 et de sommet ter-
minal maximal. Notons PN la proprie´te´ suivante : Tout arbre de Hurwitz ve´rifiant
les conditions D[i], ou` 1 ≤ i ≤ 3, et dont le nombre maximum de sommets d’une
chaˆıne d’origine r0 et de sommet terminal maximal est infe´rieur ou e´gal a` N ,
provient d’un automorphisme σ du disque formel, tel qu’il existe un parame`tre
X au bord du disque, avec σ(X) = ζ
− 1
m(a0)X(1 + πvK(λ)−n0Xm(ao))
− 1
m(a0) .
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La proprie´te´ P3 re´sulte du corollaire 3.10.
Si maintenant N ≥ 4, on suppose PN−1 de´montre´e ; soit (Γ,H) un arbre de
Hurwitz ve´rifiant les conditions D[i], ou` 1 ≤ i ≤ 3, et tel que le nombre maximal
de sommets d’une chaˆıne d’origine r0 et de sommet terminal maximal est e´gal
a` N . Alors, les hypothe`ses du corollaire 3.12 sont ve´rifie´es, et donc l’arbre de
Hurwitz (Γ,H) provient d’un automorphisme d’ordre p d’un disque formel, avec
un bon parame`tre au bord.
3.5. Un crite`re de re´alisabilite´.
3.5.1. Notations. Soit I un ensemble fini, non vide, on note PI l’ensemble des
partitions de I. L’ensemble PI est en bijection avec l’ensemble des relations
d’e´quivalence sur I : Plus pre´cise´ment, si R est une relation d’e´quivalence sur
I, la partition associe´e est par de´finition l’ensemble des classes d’e´quivalence ;
re´ciproquement, si P est une partition, on de´finit une relation d’e´quivalence sur
I par i ≡ j mod P si et seulement si il existe J dans P tel que i et j appartien-
nent a` J . La partition associe´e a` la relation d’e´galite´ sur I sera note´e P=.
Il existe une relation d’ordre naturelle sur PI , a` savoir P < P
′ si et seulement
si pour tout J ′ dans P ′, il existe J dans P tel que J ′ ⊂ J . Autrement dit, si la
relation d’e´quivalence correspondant a` P ′ est plus fine que celle correspondant a`
P .
3.5.2. Le k-sche´ma Xe. Soient m un entier positif premier a` p, I un ensemble
fini a` m + 1 e´le´ments, e := (ei)i∈I une famille d’e´le´ments non nuls de Fp, telle
que
∑
i∈I ei = 0 ; on notera Xe le sous-sche´ma ferme´ de Speck[Ti]i∈I d’ide´al
(
∑
i∈I eiT
ν
i )1≤ν≤m−1,(ν,p)=1. Soit x := (ti) un point rationnel sur k de Xe, il
de´finit une partition Px de I telle que i = j mod Px si et seulement si ti = tj .
Pour une partition P fixe´e de I, on notera Xe,P le sous-sche´ma ferme´ de Xe
d’ide´al (Ti−Tj)i≡j mod P . En particulier, Xe,P= = Xe. On notera X
∗
e,P l’ouvert de
Xe,P comple´mentaire de la re´union des Xe,P ′, avec P
′ < P . On remarquera que
X∗e,P (k) = {x ∈ Xe(k), Px = P}
Lemme 3.13. Soit P une partition de I, diffe´rente de P=. alors si x = (ti) est
un point rationnel sur k de Xe avec Px = P , on a
∑
i∈J ei = 0 pour tout J dans
P .
De´monstration. Pour J dans P , notons aJ = ti pour n’importe quel i dans J , ce
qui est bien de´fini car P = Px. Alors, on a
∑
J∈P (
∑
i∈J ei)a
ν
J = 0 pour ν variant
de 0 a` m− 1. Comme P est diffe´rente de P=, le cardinal r de P est infe´rieur ou
e´gal a` m. Les aJ e´tant distincts deux a` deux, on de´duit des r premie`res e´quations
la relation
∑
i∈J ei = 0 pour J dans P .
De´finition 3.14. On dira qu’une partition de I est e-adapte´e si pour tout J dans
P , on a
∑
i∈J ei = 0 mod p. On notera PI,e l’ensemble des partitions e-adapte´es
de I.
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Corollaire 3.15.
(a) Si P est une partition de I, e-adapte´e, alors Xe,P est isomorphe a` l’espace
affine APk := Speck[AJ ]J∈P . En particulier, Xe,P est de dimension cardP .
(b) Soit Ye := ∪P∈PI,eXe,P , alors Xe,re´d est la re´union disjointe de Ye et de
X∗e := X
∗
e,P=
.
De´monstration.
(a) L’isomorphisme en question est donne´ par l’isomorphisme
k[Ti]i∈I
(Ti − Tj)i≡j mod P
→ k[AJ ]J∈P
qui envoie Ti sur AJ , ou` J = i mod P .
(b) re´sulte du lemme 3.13, qui entraˆıne que Xe,re´d(k) est la re´union disjointe de
Ye(k) et de X
∗
e (k).
Proposition 3.16.
(a) Les composantes irre´ductibles de Ye sont les Xe,P , ou` P est une partition
maximale e-adapte´e.
(b) Si il existe une partition maximale e-adapte´e avec cardP ≤ [
m
p
] + 1, alors
X∗e (k) est non vide.
(c) Si X∗e (k) est non vide, l’ouvert X
∗
e est re´gulier.
De´monstration. L’assertion (a) est claire. Pour toute composante irre´ductible Z
de Xe, la dimension de Z est supe´rieure ou e´gale a`m+1−(m−1−[
m
p
]) = [
m
p
]+2.
Soit P une partition maximale e-adapte´e avec cardP ≤ [
m
p
] + 1, alors Xe,P n’est
pas une composante irre´ductible de Xe, et une composante irre´ductible de Xe
contenant Xe,P doit alors rencontrer X
∗
e (k). Il reste a` voir l’assertion (c) : On voit
imme´diatement que l’espace tangent en un point ferme´ de X∗e est de dimension
[
m
p
] + 2, donc infe´rieur a` la dimension en ce point. On applique alors le crite`re
jacobien.
Remarque 3.17. Le stabilisateur S∞ := {z 7→ az+b|a ∈ k
∗, b ∈ k} dans PGL(2, k)
du point∞ dans P1(k) est de dimension 2, et agit librement sur X∗e . Si X
∗
e (k) est
non vide, le quotient de X∗e par l’action de S∞ est donc une varie´te´ alge´brique
affine sur k de dimension [
m
p
].
3.5.3. Crite`re de re´alisabilite´.
Proposition 3.18. Soit (Γ,H) un arbre de Hurwitz, et s un sommet de Γ.
(a) Supposons que s est multiplicatif, et qu’il existe une unique areˆte a0 d’origine
s telle que m(a0) 6= 0. Notons m := −m(a0), Is := ar(s) \ a0 et h := (h(a))a∈Is.
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Alors, si il existe une partition maximale h-adapte´e P de Is avec
cardP ≤ [
m
p
] + 1, le sommet s est re´alisable.
(b) Supposons que s est additif, et qu’il existe une unique areˆte a0 d’origine s telle
que m(a0) < 0. Notons m := −m(a0), Is la re´union disjointe de I
′
s := ar(s) \ a0
et d’un ensemble fini a` m+1−card(I ′s) e´le´ments, et e = (ei)i∈Is la famille de´finie
par ei := m(i) si i ∈ I
′
s et ei = −1 sinon.
Alors, si il existe une partition maximale e-adapte´e P de Is avec
cardP ≤ [
m
p
] + 1, le sommet s est re´alisable.
Remarque 3.19. La proposition pre´ce´dente ge´ne´ralise la proposition III 4.5.1 de
[2]. Plus pre´cise´ment, avec la terminologie employe´e dans cette proposition, le
fait que (hi) appartienne au lieu critique revient a` dire que la partition grossie`re
est maximale, ce qui pour m < p est e´quivalent au crite`re 3.18. Par ailleurs,
l’exemple III 4.7 de ce meˆme article prouve que le crite`re n’est pas ne´cessaire.
De´monstration.
(a) On cherche u¯ := u¯s sous la forme u¯ =
∏
i∈Is
(t− ti)
hi, en convenant que
js(a0) =∞ et que hi de´signe un repre´sentant de h(i) dans Z, avec la relation∑
i∈Is
hi = 0. Soit x := t
−1, on a alors u¯ =
∏
i∈Is
(1− tix)
hi , d’ou´
du¯
u¯
=
+∞∑
ν=0
(
∑
i∈Is
hit
ν+1
i )x
νdx.
La relation div(
du¯s
u¯s
) = −
∑
a∈ar(s)
(m(a)+1)[js(a)] est alors e´quivalente a` ord∞
du¯
u¯
=
m−1, ce qui revient a` dire que (ti) est un point rationnel sur k de X
∗
h. On utilise
alors la proposition 3.16.
(b) On cherche u¯ := u¯s sous la forme
u¯ =
∏
i∈Is\I′s
(t− ti)∏
i∈I′s
(t− ti)m(i)
.
On convient que js(a0) =∞. Comme ci-dessus, on montre alors que la relation
div(du¯s) = −
∑
a∈ar(s)
(m(a) + 1)[js(a)]
revient a` dire que (ti) est un point rationnel sur k de X
∗
e .
Corollaire 3.20. Si p = 2, tout sommet non maximal d’un arbre de Hurwitz est
re´alisable.
Ce dernier re´sultat peut se de´montrer aussi directement, en exhibant un point
de X∗e (k), avec I un ensemble de cardinal pair et ei = 1 pour tout i dans I.
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3.6. Un exemple avec p = 5. On donne ici un exemple d’arbre de Hurwitz
provenant d’un automorphisme d’ordre 5 d’un disque formel sur un anneau de
valuation discre`te complet d’ine´gales caracte´ristiques (0, 5), sans toutefois pre´ciser
la me´trique. Par souci de concision, sur la figure n’apparaissent que les valeurs
non nulles de h et de m. Les areˆtes qui ne sont pas des feuilles sont indique´es en
gras sur la figure.
racine .
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
m = 32
m = 4
a0
a1
h = 1
h = 1
h = 1
h = 1
h = 1
m = 11
a2
m = 11
a3a4
m = 3
a6
m = 4
a8
m = 2
a9
a5
m = 1
a7
m = 4
m = 4
h = 1h = −1 h = 1
h = 1
h = 1
h = 1
h = 1
h = 2
h = 2
h = 1
h = 1
h = 1
h = 2
m = 3
h = 1
h = 1
h = 1
h = 1
h = 1
h = 2
h = 2
h = −1
h = 2
a10
h = 1
h = 2 h = 2
h = 2
h = 2
h = 2
Fig. 4. Un arbre de Hurwitz re´alisable pour p = 5
Proposition 3.21. Soit K0 le corps des fractions de W (k)[ζ ], ou` k est un corps
alge´briquement clos de caracte´ristique 5 et ζ une racine primitive 5-ie`me de l’u-
nite´. Il existe une extension finie K de K0 et une me´trique ǫ sur l’arbre ci-dessus
telle que l’arbre de Hurwitz obtenu provienne d’un automorphisme d’ordre 5 du
disque formel sur l’anneau de valuation R de K, ope´rant sans inertie au bord,
avec conducteur de Hasse 32.
De´monstration. Posons K := K0[λ
1
4224 ], ou` λ = ζ − 1. Dans ce cas, on peut par
exemple prendre la me´trique suivante (bien e´videmment, c’est tre`s loin d’eˆtre la
seule possibilite´ pour une extension de K0 aussi ramifie´e) : Les e´paisseurs des
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areˆtes ai sont : ǫ(a0) := 33, ǫ(a1) := 792, ǫ(a2) := 96, ǫ(a3) := 96, ǫ(a4) := 1056,
ǫ(a5) := 2112, ǫ(a6) := 528, ǫ(a7) := 528, ǫ(a8) := 1056, ǫ(a9) := 704, ǫ(a10) :=
528.
Avec un tel K et la me´trique de´finie ci-dessus (avec la racine e´tale), on obtient
un arbre de Hurwitz en utilisant la de´finition de m et de h donne´e sur le dessin.
Il reste a` voir que les sommets de valence supe´rieure a` 3 sont re´alisables. Pour
cela, on applique la proposition 3.18 :
Les sommets multiplicatifs sont tous re´alisables, car la partition grossie`re est
maximale dans chaque cas.
Le sommet additif origine de a5 est re´alisable : La partition e-adapte´e
{(4,−1,−1,−1,−1), (4,−1,−1,−1,−1), (1,−1)}
de e := (4, 4, 1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1) est maximale, de cardinal
3 = [11
5
] + 1.
Le sommet additif origine de a8 est re´alisable : La partition e-adapte´e
{(4,−1,−1,−1,−1), (3,−1,−1,−1), (2,−1,−1)}
de e := (2, 3, 4,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1,−1) est maximale, de cardinal
3 = [11
5
] + 1.
Le sommet additif origine de a2 est re´alisable : La partition e-adapte´e
{(1, 1, 3), (4,−1,−1,−1,−1), (−1,−1,−1,−1,−1), . . . , (−1,−1,−1,−1,−1)}
(ou` (−1,−1,−1,−1,−1) est re´pe´te´ 5 fois) de e := (1, 1, 3, 4, 4,−1, . . . ,−1) (ou`
−1 est re´pe´te´ 29 fois) est maximale, de cardinal 7 = [32
5
] + 1.
4. Automorphisme d’ordre p d’une couronne formelle
4.1. Mode`le minimal d’une couronne ouverte avec action d’un auto-
morphisme d’ordre p. Conside´rons un R-automorphisme σ d’ordre p de la
couronne formelle Ce, Fσ l’ensemble de ses points fixes ge´ome´triques dans Ce,K :=
Ce ×SpecR SpecK, (e´ventuellement vide). De plus, on supposera tous les points
fixes rationnels sur K. Il existe un unique mode`le minimal M(Ce,K , σ) de Ce,K
pour lequel les spe´cialisations des points de Fσ sont lisses et distinctes : Si Fσ
est vide, M(Ce,K , σ) est e´gal a` Ce. Sinon, il est construit de la fac¸on suivante :
Choisissons une coordonne´e de Laurent Z sur Ce, on commence par e´clater les
ide´aux (πa, Z), ou` a de´crit l’ensemble des valuations prises par les points de Fσ.
On obtient ainsi une chaˆıne de droites projectives relie´e a` chaque extre´mite´ a` la
transforme´e stricte d’un des deux bords de Ce. Si le mode`le ainsi obtenu ne se´pare
pas les spe´cialisations des points de Fσ, on e´clate encore les fibres formelles con-
tenant plus d’un point de Fσ (ce sont des disques formels) pour obtenir le mode`le
minimal cherche´. Sa fibre spe´ciale est un arbre de droites projectives, relie´ aux
composantes correspondant aux transforme´s strictes des bords. La chaˆıne de com-
posantes irre´ductibles obtenue dans la premie`re e´tape, menant d’un bord a` l’autre,
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s’appelle la chaˆıne fondamentale. Les composantes de la chaˆıne fondamentale
seront dites fondamentales.
4.2. Arbre de Hurwitz associe´ a` un automorphisme d’ordre p d’une
couronne formelle. Soit Γ∗σ l’arbre dual de la fibre spe´ciale deMσ :=M(Ce,K , σ).
Choisissant l’un des deux bords η de Ce, on oriente Γ
∗
σ a` partir du sommet rη cor-
respondant. Soit Γσ l’arbre oriente´ de´crit ci-dessous :
– L’ensemble des sommets de Γσ est la re´union disjointe de somΓ
∗
σ et de Fσ.
Le sommet correspondant a` un point x de Fσ sera note´ sx.
– L’ensemble des areˆtes positives de Γσ est la re´union disjointe de ar
+Γ∗σ et de
Fσ. L’areˆte positive correspondant a` un point x de Fσ sera note´ ax.
– Si x est un point de Fσ, le sommet terminal de ax est sx et l’origine de ax
est le sommet de Γ∗σ sur lequel se spe´cialise x.
Soit s un sommet de Γ∗σ ; le point ge´ne´rique de la composante irre´ductible
correspondant a` s de´finit une valuation discre`te vs du corps des fractions Ke
de Ae. On note δ(s) la valuation de la diffe´rente de l’extension de corps value´s
(Ke, vs)/(K
σ
e , vs). D’apre`s la proposition 1.6, on a 0 ≤ δ(s) ≤ vK(p). Un sommet
s de Γ∗σ sera dit multiplicatif si δ(s) = vK(p), additif si
0 < δ(s) < vK(p) et e´tale si δ(s) = 0.
On de´finit une application ǫ := ǫσ de arΓσ dans N : Si a est une areˆte de Γ
∗
σ,
elle correspond a` un point double za de M(Ce,K , σ), on de´finit alors ǫ(a) comme
e´tant l’e´paisseur de za dansM(Ce,K , σ). Si maintenant a = ax, ou` x est un point
de Fσ), on de´finit ǫ(a) := 0.
On de´finit une application m := mσ de arΓσ dans Z et une application h := hσ
de arΓσ dans Z/pZ de la fac¸on suivante : Soit a une areˆte de Γσ. Si a est une areˆte
de Γ∗σ (resp. a = ax, ou` x est un point de Fσ), elle correspond a` un point double
oriente´ za de M(Ce,K , σ) (resp. a` la spe´cialisation de x dans la fibre spe´ciale de
M(Ce,K , σ)). Soit ξa le bord de la couronne formelle (resp. du disque formel)
Spec ˆOMσ ,za qui correspond a` l’origine de a. On notera Oˆa le localise´-comple´te´
( ˆOMσ ,za)
∧
ξa
. On note ωa la 1-forme diffe´rentielle associe´e au torseur SpecOˆa →
SpecOˆσa si ce torseur est radiciel en re´duction. On pose m(a) := −(1 + ordξaωa)
et h(a) e´gal au re´sidu de ωa si l’origine de a est un sommet multiplicatif. Si
maintenant l’origine de a est un sommet additif, on pose m(a) = −(1 + ordξaωa)
et h(a) = 0. Si l’origine de a est un sommet e´tale, m(a) est le conducteur de Hasse
de l’extension Oˆa ⊗R k/Oˆa
σ
⊗R k. Enfin, m(a¯x) = −m(ax) et h(a¯x) = −h(ax).
Proposition 4.1.
La donne´e Hσ := (rη, δ(rη), ǫσ, mσ, hσ) est une donne´e de Hurwitz sur Γσ. On
dira que l’arbre de Hurwitz (Γσ,Hσ) est l’arbre de Hurwitz associe´ a` l’automor-
phisme σ de la couronne formelle d’e´paisseur e. Par ailleurs,
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– (Loi de variation de la diffe´rente) Pour tout sommet s de Γσ, on a
δ(s) = d(s) := δ(rη) + (p− 1)
∑
a∈ar+Γs
m(a)ǫ(a),
ou` Γs est la chaˆıne d’origine rη et de sommet terminal s.
– Le cardinal de Fσ est e´gal a` m(aη) +m(aη′), ou` aη (resp. aη′) est l’unique
areˆte d’origine rη (resp. rη′).
– Les sommets de valence supe´rieure ou e´gale a` 3 sont re´alisables.
– Un sommet maximal est soit le sommet terminal d’une feuille, soit rη′, ou`
η′ est le bord de la couronne oppose´ a` η (rη′ est le sommet terminal de la
chaˆıne fondamentale).
– Si a est une feuille de (Γσ,Hσ), alors l’origine de a est soit un sommet
maximal de Γ∗σ, soit un sommet fondamental.
– Il existe au plus deux sommets fondamentaux qui sont multiplicatifs. De plus,
s’il y en a deux, il existe une areˆte qui les relie.
De´monstration. Le fait que Hσ soit une donne´e de Hurwitz se montre exactement
de la meˆme fac¸on que pour le disque. En particulier, on prouve de meˆme que les
sommets de valence supe´rieure ou e´gale a` 3 sont re´alisables. La loi de la variation
de la diffe´rente re´sulte de la proposition 1.10.
Soit s un sommet maximal. Supposons s non fondamental, on note alors a
l’unique areˆte de sommet origine fondamental et de sommet terminal non fonda-
mental qui apparait dans la chaˆıne positive Γs. L’arbre de Hurwitz (Γσ[a],Hσ[a])
provient alors d’un automorphisme d’ordre p du disque formel, on sait alors que
s est le sommet terminal d’une feuille de (Γσ[a],Hσ[a]), donc de (Γσ,Hσ). Si
maintenant s est fondamental, comme il est maximal il doit eˆtre e´gal a` rη′ .
Montrons a` pre´sent la formule donnant le cardinal de Fσ, c’est-a`-dire le nombre
de feuilles de l’arbre de Hurwitz (Γσ,Hσ). Cela peut se voir par re´currence sur le
nombre de sommets fondamentaux :
Si il n’y a que deux sommets fondamentaux, Fσ est vide, et la proposition 1.10
montre la formule.
Soit N ≥ 3, supposons la formule de´montre´e pour les automorphismes d’ordre p
de couronnes formelles dont l’arbre de Hurwitz posse`de N−1 sommets fondamen-
taux. Soit σ un automorphisme d’ordre p d’une couronne formelle C d’e´paisseur
e dont l’arbre de Hurwitz posse`de N sommets fondamentaux. Alors, si s est le
sommet fondamental sommet terminal de l’areˆte aη et a l’unique areˆte fondamen-
tale d’origine s, l’arbre de Hurwitz (Γσ[a],Hσ[a]) provient de l’automorphisme σ
restreint a` la couronne formelle C[a] de fibre ge´ne´rique forme´e des points x tels
que ǫ(a) < vK(Z(x)) < e, ou` Z est une coordonne´e de Laurent sur C. Le nombre
de feuilles de (Γσ[a],Hσ[a]) est alors m(a) +m(aη′). Si b est une areˆte non fonda-
mentale de Γσ d’origine s, le nombre de feuilles de (Γσ[b],Hσ[b]), qui provient d’un
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automorphisme de disque formel, est e´gal a`m(b)+1. Donc, si I de´signe l’ensemble
des areˆtes non fondamentales d’origine s, le cardinal de Fσ est, d’apre`s H [3] :∑
b∈I
(m(b) + 1) +m(a) +m(aη′) = −(m(a¯η) + 1) + 2− 1 +m(aη′)
= m(aη) +m(aη′)
Il reste a` voir la dernie`re assertion. Pour s un sommet fondamental distinct de
rη et rη′ , soit a1 l’areˆte fondamentale de sommet terminal s et a2 l’areˆte fonda-
mentale d’origine s. Alors la pente de la variation de la diffe´rente le long de la
chaˆıne fondamentale est e´gale a` m(a1)(p−1) avant le sommet s et a` m(a2)(p−1)
apre`s. Donc, la variation de la pente au passage de s est e´gale, d’apre`s H [3], a`
−
∑
a∈ar(s),a6=a1,a2
(m(a)+1) < 0, car pour une areˆte a non fondamentale d’origine
s, (Γσ[a],Hσ[a]) provient d’un automorphisme d’ordre p du disque formel et donc
m(a) ≥ 0. La variation de la diffe´rente le long de la chaˆıne fondamentale est donc
une fonction continue, line´aire par morceaux et concave (i.e. la pente diminue).
Supposons qu’il existe un sommet fondamental multiplicatif, et prenons s le plus
petit d’entre eux. Alors, soit s est maximal, et alors c’est le seul sommet mul-
tiplicatif fondamental, soit il existe une (unique) areˆte fondamentale a d’origine
s et alors m(a) ≥ 0. Si m(a) = 0, le sommet terminal de a est multiplicatif, et
ensuite la diffe´rente doit chuter, donc les e´ventuels sommets suivants ne sont pas
multiplicatifs. Sinon, s est le seul sommet multiplicatif fondamental.
4.3. The´ore`me de re´alisation. Comme pour le cas du disque, on peut donner
une caracte´risation des arbres de Hurwitz provenant d’un automorphisme d’ordre
p d’une couronne formelle (ne permutant pas les bords). Nous ne donnons pas
une preuve comple`te de ce the´ore`me, au sens ou` le proce´de´ de recollement utilise´
est juste esquisse´. Nous renvoyons le lecteur au cas du disque pour des de´tails.
The´ore`me 4.2.
Soit Γ un arbre fini, connexe et H := (r0, d0, ǫ,m, h) une donne´e de Hurwitz
sur Γ. Alors (Γ,H) provient d’un automorphisme σ d’ordre p d’une couronne
formelle (ne permutant pas les bords) si et seulement si il ve´rifie les conditions
C[i], 1 ≤ i ≤ 4 ci-dessous.
C[1] La racine r0 est de valence 1
C[2] Il existe un unique sommet maximal r′0 de Γσ tel que l’unique areˆte a d’o-
rigine r′0 ve´rifie ǫ(a) 6= 0. On appelle alors la chaˆıne reliant r0 a` r
′
0 la chaˆıne
fondamentale, et on la notera Γ0. Les sommets (resp. areˆtes) de la chaˆıne fonda-
mentale seront dits fondamentaux (resp. fondamentales).
C[3] Si s est un sommet maximal de Γσ distinct de r
′
0, l’unique areˆte de sommet
terminal s est une feuille.
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C[4] Tout sommet de valence supe´rieure ou e´gale a` 3 est re´alisable.
De plus, l’e´paisseur de la couronne formelle est alors la somme
∑
a∈ar+(Γ0)
ǫ(a)
des longueurs des areˆtes fondamentales..
De´monstration.
Soit σ un automorphisme d’une couronne formelle, ne permutant pas les bords.
C[1] re´sulte de la construction du mode`le minimal. Les assertions restantes ont
de´ja` e´te´ vues.
Montrons maintenant la re´ciproque. On suppose donc que (Γ,H) ve´rifie les
proprie´te´s C[i], 1 ≤ i ≤ 4. On voit alors imme´diatement le
Lemme 4.3. Si s est un sommet fondamental et a une areˆte non fondamentale
d’origine s, l’arbre (Γ[a],H[a]) ve´rifie les proprie´te´s D[i], 1 ≤ i ≤ 3 du the´ore`me
3.5.
On proce`de alors par re´currence sur le nombre N de sommets de la chaˆıne
fondamentale.
Supposons d’abord N = 2. L’arbre de Hurwitz est alors re´duit a` sa chaˆıne
fondamentale, d’apre`s C[1] et C[2] (r′0 est maximal). Notons a l’unique areˆte
positive de Γ, et e := ǫ(a), qui est non nul d’apre`s C[2]. Si la racine r0 est
additive ou e´tale, alorsm(a) est premier a` p. Soit n l’entier de´termine´ par vK(p) =
d0+n(p−1), Z une coordonne´e de Laurent sur Ce ; l’automorphisme σ de Ce donne´
par σ(Z) = ζ−
1
m(a)Z(1 + πnZm(a))−
1
m(a) a alors un arbre de Hurwitz e´quivalent a`
(Γ,H). Si maintenant r0 est multiplicatif, h(a) 6= 0 mod p. L’automorphisme σ
de Ce donne´ par σ(Z) = ζ
− 1
h(a)Z a alors un arbre de Hurwitz e´quivalent a` (Γ,H).
Supposons maintenant N ≥ 3, et le the´ore`me de´montre´ pour N − 1. Soit s le
sommet fondamental qui est l’origine de l’unique areˆte a′ de sommet terminal r′0.
Soit Γ1 le sous-arbre de Γ obtenu en retirant les areˆtes positives d’origine s, et
H1 la donne´e de Hurwitz restreinte de H sur Γ1. Alors, la chaˆıne fondamentale
de (Γ1,H1) posse`de N − 1 sommets, et (Γ1,H1) ve´rifie les conditions C[i], pour
1 ≤ i ≤ 4. Il existe alors un automorphisme σ1 d’ordre p de la couronne formelle
d’e´paisseur e1 :=
∑
a∈ar+Γ0,a6=a′
ǫ(a) = e − ǫ(a′). dont l’arbre de Hurwitz est
e´quivalent a` (Γ1,H1).
Par ailleurs, soit Γ2 le sous-arbre de Γ de sommets s et r
′
0 et dont l’unique areˆte
est a, et H2 la donne´e de Hurwitz restreinte de H sur Γ2. D’apre`s le cas N =
2, il existe un automorphisme σ2 d’ordre p de la couronne formelle d’e´paisseur
e2 = ǫ(a
′) dont l’arbre de Hurwitz est e´quivalent a` (Γ2,H2). Par hypothe`se, s
est re´alisable. Soit (us, js) ve´rifiant les conditions de [M ] si s est multiplicatif, et
celles de [A] si s est additif (Le sommet s ne peut pas eˆtre e´tale). On construit
a` l’aide de us et du lemme 4.3 un automorphisme d’ordre p de R{Z,Z
−1}, et on
peut alors recoller d’un coˆte´ la couronne d’e´paisseur e1 munie de σ1 et de l’autre
la couronne d’e´paisseur e2, munie de l’automorphisme σ2. On obtient alors une
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couronne formelle d’e´paisseur e munie d’un automorphisme σ dont l’arbre de
Hurwitz est e´quivalent a` (Γ,H).
4.4. Un crite`re suffisant de re´alisabilite´. Nous ne donnons ici que le crite`re
pour un sommet fondamental s pour lequel les deux areˆtes a1 et a2 fondamentales
d’origine s ve´rifientm1 := −m(a1) > 0 etm2 := −m(a2) > 0. Les autres sommets
peuvent se traiter par le crite`re 3.18. La preuve est tre`s similaire a` celle de ce
dernier, et est laisse´e au lecteur a` titre d’exercice.
Proposition 4.4.
(a) Supposons que s est multiplicatif. Notons Is := ar(s) \ {a1, a2} et h :=
(h(a))a∈Is. Alors, si il existe une partition maximale h-adapte´e P de Is avec
card(P ) ≤ [
m1
p
] + [
m2
p
] + 1, le sommet s est re´alisable.
(b) Supposons que s est additif. Notons Is la re´union disjointe de l’ensemble fini
I ′s := ar(s) \ {a1, a2} et d’un ensemble fini a` m1 + m2 − card(I
′
s) e´le´ments, et
e = (ei)i∈Is la famille de´finie par ei := m(i) si i ∈ I
′
s et ei = −1 sinon. Alors, si il
existe une partition maximale e-adapte´e P de Is avec card(P ) ≤ [
m1
p
]+ [
m2
p
]+1,
le sommet s est re´alisable.
4.5. Structure des automorphismes d’ordre p a` petits conducteurs. Dans
ce qui suit, σ de´signe un automorphisme d’ordre p de Ce, qui ne permute pas les
bords, ope´rant sans inertie aux bords. On fera l’hypothe`se ici que m1 < p et
m2 < p, ou` m1 + 1 et m2 + 1 de´signent les conducteurs aux bords η1 et η2.
 
Type I
m1
m1 m2
m2
Type II
Type III
r1
r1 r2
r2r1
m1 m2 r2
Fig. 5. Les trois types d’arbre de Hurwitz de couronnes a` petits conducteurs
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The´ore`me 4.5. Soit σ un automorphisme de Ce d’ordre p, ne permutant pas les
bords, qui ope`re sans inertie aux bords. Soit mi le conducteurs au bord ηi, i = 1, 2.
On note ri le sommet de l’arbre de Hurwitz (Γσ,Hσ) qui correspond au bord ηi.
Si m1 < p et m2 < p, la chaˆıne fondamentale de (Γσ,Hσ) contient au plus deux
sommets en dehors de r1, r2. De plus, s’il y en a deux, ils sont multiplicatifs.
Autrement dit, l’arbre de Hurwitz (Γσ,Hσ) (avec pour fixer les ide´es la racine r1)
est de l’un des trois types ci-dessous :
Type I : e > ( 1
m1
+ 1
m2
)vK(ζ − 1)
Si e > ( 1
m1
+ 1
m2
)vK(λ), la chaˆıne fondamentale de l’arbre de Hurwitz (Γσ,Hσ)
est forme´e de la racine r1, origine d’une areˆte a1 de sommet terminal multiplicatif
s1, lui-meˆme origine d’une areˆte dont le sommet terminal s2 est multiplicatif et
enfin du sommet r2 (sommet terminal de a2). De plus, pour i = 1, 2, il y a
exactement mi feuilles d’origine si. Enfin, ǫ(ai) =
1
mi
vK(λ).
Type II : e = ( 1
m1
+ 1
m2
)vK(ζ − 1)
Si e = ( 1
m1
+ 1
m2
)vK(λ), la chaˆıne fondamentale de l’arbre de Hurwitz (Γσ,Hσ)
est forme´e d’un sommet multiplicatif s, relie´ a` ri par une areˆte ai au sommet
ri, pour i = 1, 2. De plus s est le sommet d’exactement m1 +m2 feuilles. Enfin,
ǫ(ai) =
1
mi
vK(λ).
Type III : e < ( 1
m1
+ 1
m2
)vK(ζ − 1)
Si e < ( 1
m1
+ 1
m2
)vK(λ), la chaˆıne fondamentale de l’arbre de Hurwitz (Γσ,Hσ)
est forme´e d’un sommet additif s, relie´ a` ri par une areˆte ai au sommet ri,
pour i = 1, 2. Le nombre d’areˆtes non fondamentales d’origine s est infe´rieur a`
inf(m1, m2). Si a est une telle areˆte, et si m(a) < p, les areˆtes positives d’origine
le sommet terminal de a sont des feuilles. Il y a au plus une areˆte a d’origine s
pour laquelle m(a) > p. Enfin, ǫ(ai) <
1
mi
vK(λ) pour i = 1, 2.
De´monstration.
L’automorphisme σ posse`de m1+m2 points fixes. Ainsi, la chaˆıne fondamentale
est forme´e d’au moins trois sommets. Soit s un sommet fondamental diffe´rent de r1
et r2, on note a1 l’unique areˆte fondamentale positive d’origine le sommet terminal
s et a2 l’unique areˆte fondamentale positive d’origine s. Supposons m(a1) > 0
et m(a2) > 0. En particulier, s est un sommet additif re´alisable, on prend les
notations de la de´finition 2.3, [A] . Soit ω = du¯s. On peut supposer js(a¯1) = +∞
et ta2 = 0. Comme ord∞du¯s = m(a1) > 0, quitte a` ajouter une puissance p-ie`me,
on peut de plus supposer u¯s de la forme
u¯s =
P (t)∏
a∈ar+(s)(t− ta)
m(a)
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avec deg(P ) =
∑
a∈ar+(s)m(a), et P (ta) 6= 0 pour a dans ar
+(s). Prenant la
coordonne´e x := t−1, en notant Q le polynoˆme Q(x) := x
∑
a∈ar+(s)m(a)P ( 1
x
), on a
alors
u¯s =
Q(x)∏
a∈ar+(s)(1− tax)
m(a)
.
Comme par ailleurs 1 ≤ 1 + ord∞ω = m(a1) ≤ m1 < p, on a le de´veloppement
en se´rie de Laurent
u¯s = 1 + αx
m(a1) mod xm(a1)+1,
ou` α est non nul. Mais alors,
Q(x) = (1 + αxm(a1) + xm(a1)+1l(x))
∏
a∈ar+(s)
(1− tax)
m(a).
On a (
∑
a∈ar+(s)m(a))−(m(a1)) ≤
∑
a∈ar+(s)m(a)−m(a1) = 2−card(ar(s)) < 0.
Le coefficient de xm(a1) dans Q(x) est donc α 6= 0. Or, le degre´ de Q est e´gal a`∑
a∈ar+(s)m(a), on obtient donc une contradiction. On ne peut pas avoir m(a1) >
0 et m(a2) > 0. Il existe donc au plus une areˆte fondamentale positive a telle que
m(a) > 0, et c’est donc force´ment l’areˆte d’origine r1. De meˆme, la seule areˆte
fondamentale positive a telle que m(a) < 0 est l’areˆte de sommet terminal r2. On
voit qu’il y a trois cas : Notons s1 le sommet terminal de l’areˆte a1 d’origine r1,
et a0 l’areˆte fondamentale positive d’origine s1.
Sim(a0) = 0, s1 est multiplicatif, et le sommet terminal s2 de a est multiplicatif.
On tombe sur le type I. On am1 = m(a1), les areˆtes positives d’origine s distinctes
de a sont des feuilles, et la relation
∑
a∈ar(s)(m(a) + 1) = 2 montre qu’il y en a
m1. De meˆme, il y a m2 feuilles d’origine s2 (le sommet terminal de a0). Le
calcul de ǫ(ai) se fait en utilisant la loi de variation de la diffe´rente. On a alors
e > ǫ(a1) + ǫ(a2) = (
1
m1
+ 1
m2
)vK(λ).
Supposons a` pre´sent m(a0) < 0 et s1 multiplicatif. Alors le sommet terminal
de a0 est r2. On tombe sur le type II. On voit alors que les sommets non fon-
damentaux d’origine s1 sont des feuilles, et la relation
∑
a∈ar(s)(m(a) + 1) = 2
montre qu’il y en a m1 +m2. On voit alors facilement que e = ǫ(a1) + ǫ(a2) =
( 1
m1
+ 1
m2
)vK(λ).
Supposons enfin m(a0) < 0 (i.e. m(a0) = −m2) et s1 additif. Soit q le nombre
d’areˆtes non fondamentales d’origine s = s1. On peut alors supposer, avec les
notations de la proposition 4.4,
u¯s =
P (t)∏
a∈I′s
(t− ta)m(a)
ou` deg(P ) =
∑
a∈I′s
m(a), js(a¯1) =∞, js(a2) = 0, js(a) = ta 6= 0 pour a dans I
′
s,
P (0)
∏
a∈I′s
P (ta) 6= 0, et ord∞du¯s = m1−1, ord0du¯s = m2−1. On a u¯s = 1+αt
m2
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mod tm2+1, ou` α 6= 0. Ainsi,
P (t) = (1 + αtm2 + tm2+1l(x))
∏
a∈I′s
(1− t−1a t)
m(a).
Or, deg(P ) =
∑
a∈I′s
m(a) = m1 + m2 − q. Si m1 < q, on a deg(P ) < m2 et
on obtient alors une contradiction en remarquant que le coefficient de tm2 doit
eˆtre α. Donc q ≤ m1, et en regardant e´galement le de´velloppement de u¯s en ∞,
on voit que q ≤ m2. Le fait qu’il y ait au plus une areˆte non fondamentale a
d’origine s pour laquelle m(a) > p re´sulte de m1 +m2 < 2p. Si a est une areˆte
non fondamentale d’origine s pour laquelle m(a) < p, toute areˆte d’origine tΓσ(a)
est une feuille d’apre`s le the´ore`me III 3.1 de [2]. Enfin, la loi de variation de la
diffe´rente entraˆıne que e < ( 1
m1
+ 1
m2
)vK(λ).
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